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Abstract: This paper presents a non-linear method based on sum-of-squares (SOS), to determine the
stability of equilibrium points for the Buck, Boost, Buck-Boost and No inversor Buck-Boost converters.
These converters share a similar structure with a PI controller to regulate the output voltage. A quadratic
Lyapunov function is proposed in all cases, and the conditions for stability are evaluated using convex
optimization based on SOS models. The methodology is useful for academic purposes but also in practical
applications like DC microgrids. Simulation results shows the advantages of the proposed method.

Keywords: Optimization algorithms, direct current networks, Buck, Boost, DC-DC converter, DC
microgrid, second order converter, Lyapunov, Sum of squares, Stability.

Resumen: Este documento presenta un método para determinar la estabilidad de los convertidores de
segundo orden como lo son el convertidor Buck, Boost, Buck-Boost y el Buck-Boost no inversor con
control PI, mediante el uso de suma de cuadrados, (Sum Of Squares, SOS). Con el uso del método SOS se
garantiza la obtencién de una funcién cuadratica de Lyapounov para cada convertidor, garantizando asi
la estabilidad de los mismos. Esta metodologia es titil tanto para el &mbito académico como para futuras
implementaciones de micro-redes DC.

Palabras claves: Algoritmo de optimizacion, Red de corriente directa, Buck, Boost, convertidor DC-DC,
micro-red DC, convertidor de segundo orden, Lyapunov, Suma de cuadrados, estabilidad.

1. Introduccién

Con la instauracion de la ley 143 de 1993, el gobierno de Colombia se ve obligado a garantizar la
cobertura del servicio de energifa eléctrica a todos sus ciudadanos, por ello el sistema interconectado
nacional (SIN) hace constantes proyecciones para la expansion del sistema, sin embargo la topologia del
pais y diversos problemas socio-econémicos impiden que gran parte de las poblaciones rurales se conecte
al SIN. Por esto en 1999 se crea el instituto de planificacién y promocién de soluciones energéticas para
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Figure 1. Diagrama esquemadtico de una micro-red DC

zonas no interconectadas (IPSE), para planear soluciones alternas a la conexién con el SIN y asi poder
prestar servicio eléctrico a las zonas no interconectadas (ZNI).

Para solucionar el problema de la falta de prestacion de servicios en lugares lejanos del territorio surge
la posibilidad de crear micro-redes que aprovechen los recursos de generaciéon de cada zona y asi evitar el
uso de hidrocarburos. Los sistemas de distribucién modernos incluyen energia renovable, dispositivos de
almacenamiento de energia y cargas controlables. La mayoria de estas tecnologias se pueden operar en
DC y por lo tanto, se pueden integrar en una micro-red netamente DC como se muestra en la figura 1.

Una micro-red DC presenta alta eficiencia, confiabilidad y controlabilidad (Lopes et al. 2013) debido
al uso de convertidores electrénicos de potencia DC-DC permitiendo controlar el voltaje y agregar una
capacidad Plug and play a la red (Joseph et al. 2017; Sadabadi et al. 2017). Cabe resaltar que existen
diferentes topologias de convertidores DC-DC, sin embargo, los méds comunes son los convertidores Buck,
Boost, Buck-Boost y Buck-Boost no inversor. Estos convertidores estdin muy extendidos en aplicaciones de
micro-red DC como en la integracién de paneles solares, dispositivos de almacenamiento de energia y
cargas, ademds comparten una estructura similar de modelo dindmico de segundo orden, por tanto, es
posible estudiar todos estos convertidores de forma similar.

El andlisis de estabilidad es una preocupacién importante en las aplicaciones de micro-redes debido al
efecto de la resistencia negativa dada por cargas de potencia constantes (Garcés 2019). Por tanto, se requiere
desarrollar nuevos métodos de andlisis de estabilidad considerando las caracteristicas intrinsecas de los
controles convencionales. La dindmica no lineal del convertidor boost debido al efecto de conmutacién
se estudid en (Shang et al. 2015). En (Li et al. 2016), se adopta como método para estudiar la estabilidad
de sefiales grandes con un producto semitensorial de matrices con estabilidad de Lyapunov para un
convertidor Buck, encontrando que el convertidor Buck tiene un buen comportamiento de estabilidad
de sefiales grandes. En (Li et al. 2017), se considera la posible inestabilidad debida a la interaccién entre
los convertidores y se propone un anélisis basado en la teoria de Floquet. Estos enfoques se centran en
convertidores particulares y tipos particulares de controles. Sin embargo, existe una falta de generalidad,
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requerida en aplicaciones de la micro-red de DC donde se pueden conectar diferentes convertidores
electrénicos de potencia.

Una forma de analizar la estabilidad de los sistemas dindmicos es utilizando herramientas
de optimizacién convexa. Por ejemplo, es posible analizar sistemas lineales usando programacién
semidefinida (por ejemplo, usando desigualdades de matriz lineal o LMI (VanAntwerp and Braatz 2000)).
Investigaciones recientes han demostrado el uso de la funcién convexa para el andlisis de estabilidad de
la micro-red DC (Garcés 2019) y para encontrar el punto de equilibrio (Garcés and Montoya 2019). Otro
enfoque es el uso de suma de cuadrados como se presenta en (Blekherman et al. 2012). En este caso, es
posible estudiar sistemas no lineales y encontrar una funcién candidata de Lyapunov.

Este articulo presenta un andlisis de estabilidad no lineal, general para convertidores de segundo
orden, basado en la funcién de Lyapunov obtenida con el método de suma de cuadrados. Se propone una
funcién de Lyapunov cuadrética para cada caso, y las condiciones de estabilidad se obtienen mediante
un algoritmo de optimizacién convexa. La principal ventaja de este método radica en su generalidad, ya
que el mismo método se aplica a cuatro tipos diferentes de convertidores. Ademas, el método convierte el
andlisis dindmico en un problema de optimizaciéon que se puede resolver numéricamente. Por tanto, se
puede implementar facilmente como herramienta computacional.

El documento estd organizado de la siguiente manera: La Seccién 2 describe el modelo dindmico de
cada convertidor en el espacio de estados, los principios de la funcién convexa y la suma de cuadrados
se explican en la Seccién 3, la seccién 4 estudia la estabilidad de los convertidores de segundo orden y
posterior a esto, en la Seccién 5 se muestran los parametros de la simulacién con los respectivos resultados
numeéricos, finalmente la Seccién 6 presenta las conclusiones seguidas de referencias relevantes.

2. Anélisis de estabilidad de convertidores DC-DC

2.1. Modelo dindmico

Para estudiar la estabilidad de los convertidores es necesario obtener las ecuaciones diferenciales
que describen cada una de las configuraciones ideales de convertidores mostradas en la Figura 2. Todos
los convertidores tienen un control PI para la regulacién de voltaje. Para cada convertidor, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales !:

i) Convertidor Buck :

Lx1 = xp +uE 1)
e X2
Cixy = x1 R (2)
ii) Convertidor Boost:
Liir=—-(1—-u)x, + E (3)
City = (1—u)x; — % )

1 Ver (Sira-Ramirez and Silva-Ortigoza 2006) para méas detalles sobre el modelo de convertidores de segundo orden.
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Figure 2. Tipos de convertidores mds comunes en redes DC. i) Convertidor Buck (reducer) ii) Convertidor
Boost (amplifier) iii) Convertidor Buck-boost iv) Convertidor no inversor Buck-Boost.

iii) Convertidor Buck-boost:

Lx1 = (1 —u)x, + uE (5)

Cip=—(1—u)x; — % (6)
iv) Convertidor no inversor buck-boost:

Li1 = —(1 —u)x, + uE (7)

Cihp=(1—u)x; — % ®)

Donde la variable de estados x7 y xp representa la corriente que pasa por el inductor L y el voltaje en
el condensador C respectivamente, la variable u representa el efecto de conmutacién ideal del MOSFET Q
que controla el voltaje de salida.
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La sefial de control u (control PI) que activa la conmutacién del MOSFET se muestra a continuacién:

u = zkp +kixs )
z=1r—|xg] (10)
X3 =12z (11)

Donde k;, y k; son las constantes proporcional e integradora respectivamente del control, z es el error
del voltaje de circuito cerrado y r es la referencia del voltaje. La sefial u es funcién de la variable de voltaje,
por lo que es notorio que la no linealidad se manifiesta en las Ecuaciones (4), (6) y (8). se aplica un control
PI convencional para la regulacién de voltaje para cada uno de los convertidores propuestos. Pese a que
los convertidores no lineales son de fase no minima, para efectos de la investigaciéon y generar modelos
con caracteristicas generales entre los convertidores se aplico dicho control PI por realimentacién a todos
por igual.

2.2. Estabilidad de Lyapunov

El teorema de Lyapunov es uno de los criterios mds importantes para el andlisis de estabilidad en
sistemas dindmicos no lineales. El teorema se presenta a continuacién para un punto de equilibrio en
x=0:

Teorema 1 (Criterio de lyapunov (Hale 2009)). Si hay una funcién definida positiva continua V(x) en Q) € R"
con V(0) =0y V <0, entonces x = 0 € Q) es una solucion de x = f(x) y es estable. Si, ademds, V es definido
negativo en ), entonces la solucion x = 0 es asintéticamente estable.

El teorema de Lyapunov es muy general y ttil para el anlisis cualitativo de ecuaciones diferenciales,
sin embargo es dificil encontrar un candidato para la funcién de Lyapunov, de igual forma es dificil
determinar cudndo una funcién es definida positiva o negativa. La siguiente seccion mostrard como
utilizar la optimizacién convexa para encontrar este tipo de funciones.

3. Optimizacién con SOS

Antes de analizar la metodologia propuesta sobre convertidores, es necesario repasar algunos
conceptos de la teoria de optimizacién convexa y su aplicacién en el andlisis de estabilidad de sistemas
dindmicos:

Definicién 1. Un conjunto (2 C R" es convexo si para cualquier x,y € ), tenemos que
1-Mx+Ay €Q (12)
paratodo A € R, 0 < A < 1.

Definicién 2. Una funcion de valor real f : R" — R es convexa si su dominio es convexo y para dos puntos
cualesquiera x,y € R", tenemos que.

fAx+ (1 =A)y) <Af(x)+ (1 -A)f(y) (13)
Para todos A € R tales que 0 < A < 1.
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Figure 3. Ejemplo de una funcién convexa y una no convexa. En una funcién convexa, todos los puntos del
intervalo AB deben estar por debajo de dicho segmento

La figura 3 muestra el caso de una funcién convexa y una no convexa, las funciones convexas son
convenientes para problemas de optimizacién ya que en estas funciones existe un 6ptimo global, ademas
existen algoritmos eficientes para encontrar este 6ptimo. En este caso, estamos interesados en un tipo
mas particular de funciones convexas, a saber, funciones que se pueden representar como una suma de
cuadrados:

Definicién 3. Un polinomio p(x) es una suma de cuadrados (SOS) si existen polinomios g1(x),q2(x), ..., an(x)
tales que:

p(x) =) qi(x) (14)

En general, un polinomio SOS es convexo y, por tanto, puede utilizarse en problemas de optimizacién
convexa, ademads es posible transformar el problema en un modelo de programacion semi-definida, que
puede resolverse de manera eficiente en la practica (ver (Blekherman et al. 2012) para mas detalles sobre la
optimizacién SOS).

4. Anélisis de estabilidad

Para analizar la estabilidad de los convertidores de segundo orden, es necesario generalizar todo el
espacio de estado de los convertidores reescribiendo como se muestra a continuacién:

MX = P(x) (15)
Donde

M=

o O~
o N o

0
0
7

Se construye un modelo incremental donde x, representa un punto de equilibrio dado, quedando
expresado de la siguiente manera:

Ax =x—x (16)
Ax = x 17)

Reemplazando (16) en (15) se obtiene el modo incremental expresado de la siguiente manera:
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Table 1. Pardmetros generales de la red LVDC

Parametros valores : Unidades
Buck Boost | Buck-Boost | Buck-Boost No inversor
Voltaje de entrada 380 70 250 200 [V]
Referencia 120 120 120 120 [V]
Inductancia 700 700 700 700 [mH]
Capacitancia 300 300 300 300 [1F]
Resistencia 100 100 100 100 [Q]
Kp 0.0003 | 0.0003 0.001 0.001 -
K; 0.036 0.06 0.0299 0.03 -
MAx = P(x, + Ax) (18)

Esta expresion es general para cada uno de los cuatro convertidores presentados en la Seccién II.
Ahora, se propone una funcién candidata de Lyapunov V(Ax). Por tanto, las condiciones dadas por el
teorema 1 se transforman en el siguiente problema de viabilidad:

Modelo de optimizacién 1. Modelo de optimizacion para hallar la funcién de Lyapunov

V(0) =0 (19)

V(Ax) € SOS (20)
T

—V(Ax) = — (;A‘;) M~'P(x) € SOS (21)

Este modelo se aplica a cada uno de los convertidores y se obtiene una funcién de Lyapunov V(x).

5. Resultados

Se simularon los convertidores con los valores de la Tabla 1, posteriormente se evalué el modelo
de optimizacién 1 en cada uno de los convertidores utilizando la herramienta SOSTOOLS de Matlab
(A. Papachristodoulou and Parrilo 2013). Las funciones de Lyapunov obtenidas para cada convertidor se
enuncian en las ecuaciones (22) a (25), pudiendo asi demostrar la estabilidad de los sistemas.

De igual forma, es destacable mencionar que las funciones aunque sean positivas aparecen signos
negativos, de la misma forma, es evidente que las funciones cumplen la condicién V(0) = 0 debido a la
ausencia de términos independientes en los polinomios resultantes. En todos los casos se obtuvo una
funcién de Lyapunov de segundo orden con una estructura similar.

Viuck = 401.6Ax% — 860.6Ax1Axy — 1093.0Ax; Axs + 7527.0Ax5 + 1038.0AxAx3 4 748.9A%3 (22)
Vooost = 1.457 x 10 6Ax? 4-5.181 x 10" AxyAxy — 1.076 x 1077 Ax; Axs + +0.003414Ax3

—3.273 x 1077 AxpAx3 — 9.018 x 10 8 Ax3 (23)
Viuckboost = 2:087 x 1077 Ax% +-1.715 x 107 12Ax1 Axy — 2.11 x 10~ 8Ax; Axz + 0.0004895Ax3
42.081 x 10 °AxyAx3 — 1.065 x 10 8Ax3 (24)

Viisbuck-boost = 2-435 X 1077 Ax? +5.942 x 1077 Ax1Axy + 6.8 x 10~ 1 Ax; Axz +1.023 x 10°Ax3
+3.634 x 1077 AxpAx3 +7.733 x 1077 Ax3 (25)
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Figure 4. Voltaje de salida del convertidor Buck

Table 2. Parametros de simulacién

Convertidor Simulink Toolbox
Tiempo (s) | Tiempo (s) | N° iteraciones
Buck 20.18 1.835 7
Boost 21 2.843 9
Buck-Boost 40.41 2.565 8
No inversor Buck-boost 39.62 2.641 1

Los modelos de convertidores también se simularon en Simulink para probar la estabilidad con
los valores asignados. El resultado se muestra en las Figuras 4, 5, 6 y 7. Los modelos tienen el mismo
comportamiento que las simulaciones y el sistema alcanzan el estado estacionario como se esperaba y por
lo tanto son estables.

Por simple inspeccién, todos los convertidores tienen un comportamiento estable con el valor definido
para las constantes k, y k; del control de voltaje de lazo cerrado. Por tanto, las funciones de Lyapunov
reflejardn la estabilidad de los convertidores. Las simulaciones se realizaron en una computadora con una
CPU Intel (R) core (TM) i5-6200U @ 2.30-2.40 GHz, con 8 GB pf de memoria RAM y un sistema operativo
Windows 10 de 64 bits, los tiempos de las simulaciones son enlistado en la tabla 2.

6. Conclusiones

Se present6 la aplicacién de la optimizacién de suma de cuadrados para encontrar funciones de
Lyapunov en convertidores DC-DC de segundo orden. Se consideré un control PI convencional para
la regulacién de voltaje. La metodologia es general para cualquier tipo de convertidor, pero en el caso
de convertidores de segundo orden, se demostr6 que los polinomios de orden 2 eran suficientes para
garantizar la estabilidad.



TESEA 2020, Volume 1, Number 1

Output Voltage (V)

Output Voltage (V)

130
120
110
100
90
80
70
60
50
40
30
20

10

10

0
-10
—20
-30
—40
—50
—60
-70
—80
-90
—100
—110
—120
—130
—140

Time (s)

Figure 6. Voltaje de salida del convertidor Buck-boost

| —— Simulink ||
—— Equation ||

005.10—20.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 045 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95

Time (s)
Figure 5. Voltaje de salida del convertidor Boost

B —— Simulink

—— Equation
05.10720.1 0.15 0.2 025 0.3 035 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

56 of 58



TESEA 2020, Volume 1, Number 1 57 of 58

130 - :

120

110 |- 1

100 |- .

80 |- .

70 - :

Output Voltage (V)

40 |- .

30 Reference H
—— Simulink

—— Equation

10 |- .

0 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
05.10720.1 0.15 0.2 025 03 035 0.4 045 05 055 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 09 095 1

Time (s)

Figure 7. Voltaje de salida del convertidor no inversor Buck-boost
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